
N O T I C E W A R N I N G C O N C E R N I N G C O P Y R I G H T RESTRICTIONS: 
The copyright law of the United States (title 17, U.S. Code) governs the making 
o f photocopies or other reproductions of copyrighted material. Any copying of this 
document without permission of its author may be prohibited by law. 



ABSTRACTION and VERIFICATION in ALPHARD: 
Design and Verification of a Tree Handler 

M a r y S h a w 

C o m p u t e r S c i e n c e D e p a r t m e n t 

C a r n e g i e - M e l l o n U n i v e r s i t y 

P i t t s b u r g h , P a . 1 5 2 1 3 

J u n e , 1 9 7 6 

Abstract: T h e d e s i g n o f t h e A l p h a r d p r o g r a m m i n g l a n g u a g e h a s b e e n 

s t r o n g l y i n f l u e n c e d b y i d e a s f r o m t h e a r e a s o f p r o g r a m m i n g 

m e t h o d o l o g y a n d f o r m a l p r o g r a m v e r i f i c a t i o n . T h e i n t e r a c t i o n o f 

t h e s e i d e a s a n d t h e i r i n f l u e n c e o n A l p h a r d a r e d e s c r i b e d b y 

d e v e l o p i n g a n o n t r i v i a l e x a m p l e , a p r o g r a m f o r m a n i p u l a t i n g t h e 

p a r s e t r e e o f a n a r i t h m e t i c e x p r e s s i o n . 

Keywords and Phrases: a b s t r a c t i o n a n d r e p r e s e n t a t i o n , a b s t r a c t d a t a 

t y p e s , a s s e r t i o n s , c o r r e c t n e s s , i n f o r m a t i o n h i d i n g , p r o g r a m 

s p e c i f i c a t i o n s , p r o g r a m v e r i f i c a t i o n , p r o g r a m m i n g l a n g u a g e s , 

p r o g r a m m i n g m e t h o d o l o g y , s t r u c t u r e d p r o g r a m m i n g , 

T h e r e s e a r c h d e s c r i b e d h e r e w a s s u p p o r t e d i n p a r t b y t h e N a t i o n a l S c i e n c e F o u n d a t i o n 

( G r a n t D C R 7 4 - 0 4 1 8 7 ) a n d i n p a r t b y t h e D e f e n s e A d v a n c e d R e s e a r c h P r o j e c t s A g e n c y 

( C o n t r a c t F 4 4 6 2 0 - 7 3 - C - 0 0 7 4 , m o n i t o r e d b y t h e A i r F o r c e O f f i c e o f S c i e n t i f i c R e s e a r c h ) . 



P a g e 2 

Contents 

I n t r o d u c t i o n 3 

E x a m p l e : M i n i m a l - R e g i s t e r E v a l u a t i o n O r d e r 4 

D e f i n i t i o n a n d V e r i f i c a t i o n o f a F o r m 7 

C o n c l u s i o n 1 6 

A p p e n d i x A : C o m p l e t e D e f i n i t i o n o f B t r e e a n d B n o d e 1 8 

A p p e n d i x B : F o r m a l D e f i n i t i o n o f G r a p h s w i t h W e i g h t e d A r c s 2 1 

R e f e r e n c e s 2 2 



A l p h a r d : D e s i g n a n d V e r i f i c a t i o n o f a T r e e H a n d l e r 

P a g e 3 

T h e m a j o r c o n c e r n s o f t h e A l p h a r d r e s e a r c h a r e t h e t o t a l c o s t o f s o f t w a r e d e v e l o p m e n t 

a n d t h e q u a l i t y o f t h e r e s u l t i n g p r o g r a m s . P r o b l e m s t h a t a r i s e f r o m r e p e a t e d m o d i f i c a t i o n s t o 

l a r g e p r o g r a m s , a l t h o u g h o f t e n i g n o r e d i n t h e l i t e r a t u r e , a r e o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t . 

T h e A l p h a r d l a n g u a g e d e s i g n h a s d r a w n h e a v i l y o n p r e v i o u s w o r k i n b o t h p r o g r a m m i n g 

m e t h o d o l o g y a n d p r o g r a m v e r i f i c a t i o n . F r o m t h e f o r m e r w e l e a r n e d t h a t i n o r d e r t o 

u n d e r s t a n d t h e p r o g r a m s w e w r i t e , w e m u s t f i n d s o m e w a y t o m a k e t h e m l e s s c o m p l e x ; t h i s 

m a y b e d o n e b y r e s t r i c t i n g b o t h t h e f o r m o f t h e p r o g r a m s ( t h r o u g h m o d u l a r i t y a n d l o c a l i z a t i o n 

o f i n f o r m a t i o n [ P a r n a s 7 2 ] ) a n d t h e p r o c e s s t h r o u g h w h i c h w e c r e a t e t h e m ( t h r o u g h s t e p w i s e 

r e f i n e m e n t [ D i j k s t r a 7 2 , W i r t h 7 1 ]). F r o m t h e l a t t e r w e l e a r n e d t h a t a p r o g r a m m e r n e e d s a 

p r e c i s e , c o r r e c t d e s c r i p t i o n o f w h a t a p r o g r a m d o e s i n o r d e r t o u s e i t w i t h o u t h a v i n g t o 

u n d e r s t a n d i t s i m p l e m e n t a t i o n i n d e t a i l ; w e a l s o f o u n d t e c h n i q u e s f o r w r i t i n g a n d p r o v i n g s u c h 

d e s c r i p t i o n s . 

O u r c o n c e r n w i t h m o d i f i a b i l i t y i m p l i e s t h a t t h e t h i n g s w e d o t o r e d u c e p r o g r a m 

c o m p l e x i t y m u s t r e m a i n v i s i b l y p a r t o f t h e p r o g r a m . T h u s it i s n o t s u f f i c i e n t t o d e v e l o p a 

p r o g r a m i n a w e l l - s t r u c t u r e d f a s h i o n ; t h e s t r u c t u r e t h a t w a s i m p o s e d m u s t b e o b v i o u s i n t h e 

r e s u l t i n g p r o g r a m . T h e c o n c e p t o f abstract data type h a s t h e r e f o r e b e c o m e c e n t r a l . I n 

A l p h a r d t h e c o n c e p t i s r e a l i z e d t h r o u g h a l a n g u a g e m e c h a n i s m c a l l e d a f o r m . T h e f o r m i s 

d e r i v e d f r o m t h e S i m u l a c l a s s [ D a h l 7 2 ] i n m u c h t h e s a m e w a y a s t h e C L U c l u s t e r [ L i s k o v 7 4 ] , 

a n d h a s t h e p r o p e r t y t h a t a p r o g r a m m e r m a y r e v e a l t h e b e h a v i o r o f s o m e d a t a t y p e * t o o t h e r 

u s e r s w h i l e c o n c e a l i n g d e t a i l s o f t h e i m p l e m e n t a t i o n . 

T h i s e x p l i c i t d i s t i n c t i o n b e t w e e n t h e a b s t r a c t b e h a v i o r o f a d a t a t y p e a n d t h e c o n c r e t e 

p r o g r a m w h i c h h a p p e n s t o i m p l e m e n t t h a t b e h a v i o r p r o v i d e s a n i d e a l s e t t i n g i n w h i c h t o a p p l y 

H o a r e ' s t e c h n i q u e s f o r p r o v i n g d a t a r e p r e s e n t a t i o n s c o r r e c t [ H o a r e 7 2 ] . I n t h e A l p h a r d 

a d a p t a t i o n , w e s h o w ( a ) t h a t t h e c o n c r e t e r e p r e s e n t a t i o n i s a d e q u a t e t o r e p r e s e n t t h e 

a b s t r a c t t y p e , ( b ) t h a t i t i s i n i t i a l i z e d p r o p e r l y , a n d ( c ) t h a t e a c h o p e r a t o r p r o v i d e d f o r t h e 

t y p e b o t h p r e s e r v e s t h e i n t e g r i t y o f t h e r e p r e s e n t a t i o n a n d d o e s w h a t i t i s c l a i m e d t o d o ( i n 

t e r m s o f t h e a b s t r a c t b e h a v i o r a n d o f t h e c o n c r e t e p r o c e d u r e t h a t h a p p e n s t o i m p l e m e n t t h e 

o p e r a t o r ) . T h e s p e c i f i c f o r m u l a s t h a t m u s t b e p r o v e d a r e g i v e n b e l o w , a n d t h e m e t h o d o l o g y i s 

d i s c u s s e d i n [ W u l f 7 6 ] . 

T h i s p a p e r d e s c r i b e s t h e l a n g u a g e a n d v e r i f i c a t i o n m e t h o d o l o g y t h a t h a v e r e s u l t e d f r o m 

m e r g i n g t h e s e i d e a s . A p a r t i c u l a r e x a m p l e i s u s e d t o m o t i v a t e t h e d e s c r i p t i o n , a n d a 

n o n s t a n d a r d i m p l e m e n t a t i o n o f t h e c e n t r a l d a t a a b s t r a c t i o n w a s c h o s e n t o e m p h a s i z e t h e 

i n d e p e n d e n c e o f t h e a b s t r a c t a n d c o n c r e t e d e f i n i t i o n s . T h e n e x t s e c t i o n p r e s e n t s a p r o b l e m 

* I n t h i s p a p e r w e w i l l u s e t h e w o r d " t y p e " i n a n o n t e c h n i c a l s e n s e . I n g e n e r a l , t h e 

a b s t r a c t i o n i n t r o d u c e d b y a f o r m n e e d n o t b e a t y p e a s w e t r a d i t i o n a l l y u n d e r s t a n d t h e w o r d . 

Introduction 
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Example: Minimal-Register Evaluation Order 

S u p p o s e y o u a r e g i v e n a n a r i t h m e t i c e x p r e s s i o n r e p r e s e n t e d a s a b i n a r y p a r s e t r e e a n d 

y o u a r e a s k e d t o o u t p u t t h e n o d e s i n p o s t f i x f o r m w i t h t h e s u b e x p r e s s i o n s a r r a n g e d i n t h e 

o r d e r t h a t m i n i m i z e s t h e n u m b e r o f r e g i s t e r s r e q u i r e d f o r t h e e x p r e s s i o n e v a l u a t i o n . A n 

a l g o r i t h m f o r f i n d i n g t h i s o r d e r w a s g i v e n b y N a k a t a ; i t s d e s c r i p t i o n w a s r e f i n e d b y J o h n s s o n 

[ N a k a t a 6 7 , J o h n s s o n 7 5 ] . T h e a l g o r i t h m h a s t w o s t e p s : 

A s s i g n a w e i g h t W t o e a c h n o d e n o f t h e t r e e s u c h t h a t i f a i s a l e a f t h e n 

W ^ O , o t h e r w i s e t h e i m m e d i a t e d e s c e n d a n t s o f n h a v e l a b e l s right a n d left 

a n d = m i n ( m a x ( / e / t + l , right), max ( / e / t , right + l)l i s t h e n u m b e r o f 

r e g i s t e r s n e e d e d t o e v a l u a t e t h e t r e e w i t h r o o t n . 

T o e v a l u a t e t h e e x p r e s s i o n , b e g i n at t h e r o o t n o d e a n d w a l k t h r o u g h t h e 

t r e e g e n e r a t i n g c o d e s o t h a t a t e a c h n o d e t h e o p e r a n d r e q u i r i n g t h e l a r g e r 

n u m b e r o f r e g i s t e r s i s e v a l u a t e d f i r s t . If t h e o p e r a n d s r e q u i r e t h e s a m e 

n u m b e r o f r e g i s t e r s , t h e l e f t o p e r a n d i s e v a l u a t e d f i r s t . If t h e r i g h t o p e r a n d 

i s e v a l u a t e d f i r s t , i n c l u d e a n i n d i c a t i o n o f t h e r e v e r s a l i n t h e o u t p u t s t r e a m . 

A s s u m i n g t h a t s u i t a b l e d e f i n i t i o n s f o r t r e e s a n d a n o u t p u t s t r e a m e x i s t , t h i s i s e a s i l y c o n v e r t e d 

t o a p r o g r a m . W e w i l l u s e a d a t a a b s t r a c t i o n c a l l e d a btree a s i f i t w e r e a p r i m i t i v e d a t a t y p e . 

I t a c t s l i k e a b i n a r y t r e e w i t h a n a s s o c i a t e d c o l l e c t i o n o f n o d e references c a l l e d bnodes. There 

are a t l e a s t e n o u g h o p e r a t o r s o n b n o d e s t o o b t a i n t h e l e f t s o n , t h e r i g h t s o n , a n d t h e v a l u e 

f i e l d ( n o d e v a l ) o f a n y n o d e a n d t o d e t e r m i n e w h e t h e r a n o d e i s a l e a f . T h e b t r e e f o r m g i v e n 

i n A p p e n d i x A p r o v i d e s o t h e r o p e r a t o r s , b u t t h e y a r e n o t r e q u i r e d f o r t h i s e x a m p l e . F o r 

c o n v e n i e n c e , w e r e s t r i c t t h e s i z e o f b t r e e s . W e w i l l u s e a q u e u e t o c o n s t r u c t t h e o u t p u t ; a 

s u i t a b l e d e f i n i t i o n i s g i v e n i n [ W u l f 7 6 ] . 

W e f i r s t w r i t e , m o r e p r e c i s e l y t h a n t h e E n g l i s h a l g o r i t h m a b o v e , a n e x p r e s s i o n t h a t 

d e s c r i b e s t h e d e s i r e d o u t p u t f o r a p a r s e t r e e E. T h i s e x p r e s s i o n a p p e a r s a s t h e p o s t c o n d i t o n 

( o u t p u t a s s e r t i o n ) o f t h e p r o c e d u r e minreg t h a t c o m p u t e s i t . W e l e t W ^ d e n o t e t h e w e i g h t 

o f t h e l e f t s u b t r e e , \Nriaht d e n o t e t h e w e i g h t o f t h e r i g h t s u b t r e e , a n d invertop s u p p l y t h e 

o p e r a t o r t h a t i n d i c a t e s s u b e x p r e s s i o n r e v e r s a l . ^ T h e o p e r a t o r " ~ M d e n o t e s c o n c a t e n a t i o n . T h e 

f o r w h i c h a b i n a r y t r e e i s a n a t u r a l p r i m i t i v e d a t a s t r u c t u r e ; t h e s p e c i f i c a t i o n s a n d p r o c e d u r e s 

f o r t h e s o l u t i o n a s s u m e t h e e x i s t e n c e o f a n i m p l e m e n t a t i o n o f b i n a r y t r e e s . 

T h e A l p h a r d f o r m w h i c h d e f i n e s t h o s e b i n a r y t r e e s i s d e v e l o p e d i n t h e t h i r d s e c t i o n . 

T h e d e v e l o p m e n t o f t h a t f o r m i s e s s e n t i a l l y i n d e p e n d e n t o f t h e m o t i v a t i n g e x a m p l e , s o t h e 

r e s u l t i n g a b s t r a c t i o n i s u s e f u l f o r o t h e r a p p l i c a t i o n s a s w e l l . 
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t w o - s t e p a l g o r i t h m i s t h t n w r i t t e n : 

m i n r e g ( E : b t r e e ( ? r : r t c o r d ( w t , d a t a : i n t e g e r ) , ? m a x h t : i n t e g e r ) ) r e t u r n s P: q u e u e 

p o s t ( i s l e a f ( E ) => m i n r e g ( E ) = E . n o d e v a l . d a t a ) 

A (^ieft^right D m ' n r e g ( E ) = m i n r e g ( E . l e f t s o n ) ^ m i n r e g ( E . r i g h t s o n ) ~ E . n o d e v a l . d a t a ) 
A ^left^right D m i n r ^ g ( E ) = m i n r e g ( E . r i g h t s o n ) ~ m i n r e g ( E . l e f t s o n ) 

^ i n v e r t o p ^ E . n o d e v a l . d a t a ) = 

b e g i n l o c a l e x p t r : b n o d e ( E ) ; 

m a r k w e i g h t s ( e x p t r ) ; 

m i n r e g w a l k ( e x p t r , P ) ; 

e n d ; 

T h e p r o g r a m minreg o p e r a t e s o n a n a r i t h m e t i c e x p r e s s i o n s t o r e d a s a b t r e e n a m e d E w i t h a 

t w o - f i e l d r e c o r d a t e a c h n o d e a n d a k n o w n m a x i m u m h e i g h t . T h e q u e s t i o n m a r k s o n t h e b t r e e 

p a r a m e t e r s r a n d m a x h t i n d i c a t e t h a t t h o s e a r e i m p l i c i t p a r a m e t e r s — t h a t i s , t h e y w i l l 

a u t o m a t i c a l l y b e a v a i l a b l e f o r a n y b t r e e w h i c h is p a s s e d a s i n p u t . T h e r e c o r d f i e l d n a m e s 

m u s t , h o w e v e r , b e e x a c t l y " d a t a " a n d " w t ' \ M i n r e g p r o d u c e s a q u e u e n a m e d P f r o m t h e t r e e E 

b y f i r s t d e c l a r i n g a b n o d e v a r i a b l e , e x p t r , t o p o i n t a t n o d e s i n E ( e x p t r i s a u t o m a t i c a l l y 

i n i t i a l i z e d t o t h e r o o t o f E ) , t h e n e v a l u a t i n g t h e r e g i s t e r r e q u i r e m e n t s o f t h e s u b t r e e s w i t h 

f u n c t i o n markweights, a n d f i n a l l y p r o d u c i n g t h e q u e u e w i t h a s p e c i a l t r e e w a l k , minregwalk. 

N o t e t h a t P i s a u t o m a t i c a l l y i n i t i a l i z e d t o t h e e m p t y q u e u e w h e n t h e o u t p u t v a r i a b l e f o r t h e 

p r o c e d u r e i s s e t u p . 

U s i n g M^. t o d e n o t e t h e r e s u l t o f e x e c u t i n g m a r k w e i g h t s o n t h e t r e e w i t h r o o t k ( e . g . , 

^right = m a r k w ^ ' g h t s ( e x p . r i g h t s o n ) ) , w e c a n w r i t e t h e d e f i n i t i o n o f p r o c e d u r e m a r k w e i g h t s : 

m a r k w e i g h t s ( e x p : b n o d e ( ? E : b t r e e ( ? r : r e c o r d ( w t , d a t a : i n t e g e r ) , ? m a x h t : i n t e g e r ) ) ) 
r e t u r n s t h i s w t : i n t e g e r 

p o s t e x p . n o d e v a l . w t = Mexp A ( i s l e a f ( e x p ) o ^ e x p « 0 ) 

A H s l e a f ( e x p ) D M „ = m i n ( m a x ( M t e ^ + l , M r i g / r t ) , m a x t M ^ K ^ fct + l ) » -

b e j g JH l o c a l l e f t w t , r i g h t w t : i n t e g e r ; 

if i s l e a f ( e x p ) [ h e n t h i s w t <- 0 

e l s e b e g i n 

l e f t w t <- m a r k w e i g h t s ( e x p . l e f t s o n ) ; 

r i g h t w t <- m a r k w e i g h t s ( e x p . r i g h t s o n ) ; 

t h i s w t «- m i n ( m a x ( l e f t w t + l , r i g h t w t ) , m a x ( l e f t w t , r i g h t w t + D ) ; 
e n d ; 

e x p . n o d e v a l . w t «- t h i s w t ; 

e n d ; 
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M a r k w e i g h t s w a l k s o v e r e x p ( a b n o d e w h i c h i n d i c a t e s a s u b t r e e ) , s e t t i n g t h e wt f i e l d a t e a c h 

n o d e t o t h e v a l u e d e s c r i b e d b y t h e a l g o r i t h m a b o v e . T h e p o s t c o n d i t i o n , l o c a t e d a f t e r t h e 

p r o c e d u r e h e a d e r , s p e c i f i e s t h e r e s u l t o f t h e f u n c t i o n . It i s t h e f o r m a l d e s c r i p t i o n o f w h a t 

m u s t b e v e r i f i e d a b o u t p r o c e d u r e m a r k w e i g h t s a n d c o n s e q u e n t l y a t h e o r e m a b o u t t h e u s e o f 

t h a t p r o c e d u r e . T h e b o d y o f m a r k w e i g h t u s e s b n o d e f u n c t i o n s n a m e d isleaf, leftson* rightson, 

a n d nodevaL It a l s o r e f e r s t o t h e wt f i e l d o f t h e r e c o r d s t o r e d a s t h e v a l u e a t e a c h n o d e . 

T h e s e o p e r a t i o n s a r e d i s c u s s e d i n d e t a i l i n t h e n e x t s e c t i o n . 

m i n r e g w a l k ( e x p : b n o d e ( ? E : b t r e e ( ? r : r e c o r d ( w t , d a t a : i n t e g e r ) , ? m a x h t : i n t e g e r ) ) , o r d e r : q u e u e ) 

p o s t ( i s l e a f ( e x p ) ^ o r d e r = o r d e r * ~ e x p . n o d e v a l . d a t a ) 

A ^left - ^rcght D o r c l e r = o r d e r ' ~ Q[_ ~ QR ~ e x p . n o d e v a l . d a t a ) 

A ^left < ^rlght D o r c l e r = o r d e r ' ~ Q # ~ Q/_ ~ i n v e r t o p ~ e x p . n o d e v a l . d a t a ) 

w h e r e Q^, a r e v a l u e s w h i c h s a t i s f y t h e p o s t c o n d i t i o n s o f 

m i n r e g w a l k ( W ^ e y t < > ) , m i n r e g w a l k ( W r ^ t , < > ) r e s p e c t i v e l y « 

b e g i n 

rf - - i s l e a f ( e x p ) t h e n 
i f e x p . l e f t s o n . n o d e v a l . w t > e x p . r i g h t s o n . n o d e v a l . w t 

t h e n b e g i n m i n r e g w a l k ( e x p . l e f t s o n , o r d e r ) ; m i n r e g w a l k ( e x p . r i g h t s o n , o r d e r ) e n d 

e l s e b e g i n m i n r e g w a l k ( e x p . r i g h t s o n , o r d e r ) ; 
m i n r e g w a l k ( e x p . l e f t s o n , o r d e r ) ; e n q ( o r d e r , i n v e r t o p ) e n d ; 

e n q ( o r d e r , e x p . n o d e v a l . d a t a ) ; 

e n d ; 

M i n r e g w a l k c o n c a t e n a t e s a p o s t f i x r e p r e s e n t a t i o n o f i t s f i r s t a r g u m e n t ( a p a r s e t r e e ) t o i t s 

s e c o n d a r g u m e n t ( a q u e u e ) . It t e s t s t h e w e i g h t s p r e v i o u s l y s t o r e d at t h e n o d e s i n o r d e r t o 

d e t e r m i n e t h e e v a l u a t i o n o r d e r o f t h e s u b t r e e s . T h e p r o g r a m u s e s t h e s a m e f u n c t i o n s o n 

b n o d e s a s m a r k w e i g h t s ; it a l s o u s e s a q u e u e , b u t o n l y p e r f o r m s t h e enq ( e n q u e u e ) o p e r a t i o n . 3 

T h e f o r m a l d e f i n i t i o n a n d v e r i f i c a t i o n o f q u e u e s i s g i v e n e l s e w h e r e [ W u l f 7 6 ] ; t h e u s a g e i n 

m i n r e g w a l k s h o u l d b e c l e a r . 

G i v e n s u i t a b l e s p e c i f i c a t i o n s o f t h e f u n c t i o n s o n b n o d e s a n d q u e u e s , t h e s e t w o 

p r o c e d u r e s c a n b e s h o w n t o s a t i s f y t h e i r p o s t c o n d i t i o n s . 4 T h e p o s t c o n d i t i o n s a r e , i n t u r n , 

d i r e c t e x p r e s s i o n s o f t h e a l g o r i t h m s g i v e n i n E n g l i s h . It i s s t r a i g h t f o r w a r d , b u t n e i t h e r 

n e c e s s a r y n o r a p p r o p r i a t e , t o d e m o n s t r a t e t h a t t h e p o s t c o n d i t i o n s e x p r e s s t h e m i n i m a l -

r e g i s t e r p r o p e r t y . T h e a l g o r i t h m s t h e m s e l v e s w e r e a c c e p t a b l e o n t h e s t r e n g t h o f t h e a n a l y s i s 

t h a t a c c o m p a n i e d t h e m , a n d n o t h i n g w o u l d b e g a i n e d b y r e p e a t i n g t h a t a n a l y s i s f o r t h e 

f o r m u l a t i o n i n t h e p r o g r a m . 

3 T h e enq f u n c t i o n a p p e n d s i t s s e c o n d argumenl t o t h e q u e u e n a m e d b y t h e f i r s t 

a r g u m e n t ( i . e . , e n q ( Q , e ) = Q append e ) . T h e q u e u e w a s c r e a t e d ( i n i t i a l l y e m p t y ) i n t h e t o p -

l e v e l p r o c e d u r e rr\\nreg f o r t h e p u r p o s e o f c o l l e c t i n g t h e o u t p u t . 

4 T h e d e t a i l e d p r o o f s a r e s t a n d a r d a n d w o u l d c o n t r i b u t e l i t t l e t o t h i s e x p o s i t i o n o f 

A l p h a r d . 
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Definition and Verification of a Form 

A l p h a r d ' s d a t a a b s t r a c t i o n m e c h a n i s m i s t h e f o r m , a s y n t a c t i c d e v i c e f o r e n c a p s u l a t i n g a 

s e t o f d a t a d e c l a r a t i o n s , f u n c t i o n d e f i n i t i o n s , a n d o t h e r i n f o r m a t i o n a b o u t i m p l e m e n t a t i o n 

d e t a i l s w h i l e r e v e a l i n g t o t h e u s e r o n l y s e l e c t e d i n f o r m a t i o n a b o u t t h e b e h a v i o r o f t h e 

a b s t r a c t i o n . T h e v e r i f i c a t i o n s h o w s t h a t t h e i m p l e m e n t a t i o n s u p p o r t s t h e b e h a v i o r d e s c r i b e d 

i n t h e s p e c i f i c a t i o n . T h e p r o g r a m s i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n u s e d " b t r e e " a n d " b n o d e " i n t h e 

s a m e w a y t h a t o t h e r l a n g u a g e s u s e t y p e n a m e s : w e s a i d t h a t e x p w a s a b n o d e a n d a s s u m e d 

t h a t w e c o u l d t h e r e f o r e p e r f o r m c e r t a i n o p e r a t i o n s o n it . In t h i s s e c t i o n w e d e v e l o p t h e f o r m 

t h a t d e f i n e s b t r e e s a n d b n o d e s . T h e d e f i n i t i o n i n c l u d e s n o t o n l y t h e f u n c t i o n s a c t u a l l y u s e d 

b y t h e p r o c e d u r e s a b o v e , b u t a l s o e n o u g h o t h e r s t o r o u n d o u t t h e f o r m a s a u s e f u l 

a b s t r a c t i o n . F o r e x a m p l e , t h e f o r m d e f i n e s f u n c t i o n s t h a t m i g h t b e u s e d t o c o n s t r u c t t h e p a r s e 

t r e e t h a t m i n r e g m a n i p u l a t e s . 

A f o r m c o n t a i n s t h r e e m a j o r c o m p o n e n t s . T h e s e a r e t h e s p e c i f i c a t i o n s , w h i c h p r o v i d e 

i n f o r m a t i o n t o t h e u s e r a b o u t t h e a b s t r a c t b e h a v i o r o f t h e o b j e c t s b e i n g d e f i n e d , t h e 

r e p r e s e n t a t i o n , w h i c h d e f i n e s t h e c o n c r e t e d a t a s t r u c t u r e s u s e d t o m a i n t a i n t h e o b j e c t s a n d 

w h i c h s t a t e s c e r t a i n o f t h e i r p r o p e r t i e s , a n d t h e i m p l e m e n t a t i o n , w h i c h c o n t a i n s t h e b o d i e s o f 

t h e o p e r a t o r s . T h u s t h e s k e l e t o n o f t h e b t r e e f o r m i s : 

f o r m b t r e e O M : r e c o r d , m a x h t : i n t e g e r ) = 

b e g i n f o r m  

s p e c i f i c a t i o n s 

r e p r e s e n t a t i o n 

i m p l e m e n t a t i o n 

e n d f o r m 

w h e r e e l l i p s e s a r e u s e d t o d e n o t e t e x t w h i c h w i l l b e f i l l e d i n l a t e r . T h i s f o r m a c t u a l l y 

d e s c r i b e s a v a r i e t y o f s p e c i f i c t r e e s : b o t h t h e m a x i m u m h e i g h t o f t h e b t r e e , maxht, a n d t h e 

r e c o r d t o b e s t o r e d at e a c h n o d e , N> a r e p a r a m e t e r s t o t h e i n s t a n t i a t i o n o f t h e f o r m . N o t e 

t h a t b n o d e s h a v e a l s o b e e n t r e a t e d a s " t y p e s " . O n e o f t h e c o m p o n e n t s o f t h e b t r e e f o r m i s 

t h e d e f i n i t i o n o f b n o d e , w h i c h i s a f o r m i n i t s o w n r i g h t . W e w i l l e x a m i n e e a c h o f t h e 

c o m p o n e n t s i n t u r n ; t h e f r a g m e n t s d i s c u s s e d h e r e a r e a s s e m b l e d a s a c o m p l e t e f o r m d e f i n i t i o n 

i n A p p e n d i x A . 

I n t h e n e x t s e c t i o n w e d e f i n e , i m p l e m e n t , a n d v e r i f y b t r e e s a n d t h e i r a s s o c i a t e d b n o d e s , 

s h o w i n g h o w t h e i n f o r m a t i o n n e e d e d t o u n d e r s t a n d t h e i r b e h a v i o r i s K e p t s e p a r a t e f r o m t h e 

i n f o r m a t i o n a b o u t t h e i r i m p l e m e n t a t i o n . 



P a g e 8 D e f i n i t i o n a n d V e r i f i c a t i o n o f a F o r m 

o f g r a p h s i s g i v e n i n A p p e n d i x 

Specifications of btree 

T h e b t r e e s p e c i f i c a t i o n s e x p l a i n w h a t a b t r e e i s a n d h o w i t c a n b e u s e d . T h e y g i v e t h e 

r e s t r i c t i o n s o n t h e i n s t a n t i a t i o n p a r a m e t e r s (requires), s a y t h a t a b t r e e i s a s p e c i a l k i n d o f 

g r a p h 3 (let, invariant, initially), l i s t t h e o p e r a t i o n s t h a t c a n b e p e r f o r m e d o n i t (functions), 

a n d g i v e t h e s p e c i f i c a t i o n s f o r b n o d e s w h i c h r e f e r t o a g i v e n b t r e e (form). 

s p e c i f i c a t i o n s 

r e q u i r e s m a x h t > 0 

l e t b t r e e » < r :N , g : g r a p h > 
w h e r e g = < n o d e s : { t r :N} , l i n k s : {<trJ:N, w : b o o l e a n , t r j :N>}>; 

i n v a r i a n t 

( < n , w , k | > , < n , w , k 2 > 0 i n k s o k j = W^j A ! u n i q u e l e f t & r i g h t s o n s 

( < n , w , x > ( l i n k s => 3 y < n , l - w , y > * l i n k s ) ! e i t h e r z e r o o r t w o s o n s 

V n c n o d e s (<n ,w , r> < l i n k s ! r i s t h e r o o t 

A p a t h c n t ( r , n ) = 1 ! s i n g l y c o n n e c t e d 

A l e n g t h ( < r . . n > ) < m a x h t ) ! l i m i t e d h e i g h t 

i n i t i a l l y b t r e e = <r , <{r},{ } » ; 

f u n c t i o n s 
r o o t ( t r : b t r e e ) r e t u r n s r e s : b n o d e p o s t r e s « r, 

h e i g h t ( t r : b t r e e ) r e t u r n s h : i n t e g e r p o s t h = m a x ^ st k = l e n g t h ( < r , . . ., x> ) 

st ( i s l e a f ( x ) A r o o t ( r ) ) , 

T h e r e q u i r e s s i m p l y s a y s t h a t o n l y n o n n e g a t i v e v a l u e s o f m a x h t ( t h e m a x i m u m h e i g h t o f t h e 

t r e e ) m a k e s e n s e . T h e \e\ d e c l a r e s t h a t a b t r e e m a y b e r e g a r d e d a s a d i s t i n g u i s h e d r o o t a n d 

a g r a p h , a n d t h a t g r a p h c o n c e p t s w i l l b e u s e d t o e x p l a i n t h e m . S i n c e a g r a p h c o n s i s t s o f a 

p a i r o f s e t s , t h e \e± g o e s o n t o d e s c r i b e t h e s e s e t s i n t e r m s o f b o o l e a n s a n d t h e r e c o r d t y p e 

p a s s e d a s a n i n s t a n t i a t i o n p a r a m e t e r . T h e i n v a r i a n t s t a t e s c e r t a i n r e l a t i o n s o n t h e g r a p h 

w h i c h m u s t always h o l d o f a b t r e e ; t h e c o m m e n t s ( ! . . . ) g i v e t h e i n t u i t i v e i n t e r p r e t a t i o n o f 

e a c h p h r a s e . I n i t i a l l y s t a t e s t h a t w h e n a b t r e e i s o r i g i n a l l y i n s t a n t i a t e d , i t i s e m p t y e x c e p t f o r 

t h e r o o t . F o r e a c h f u n c t i o n , t h e s p e c i f i c a t i o n s g i v e t h e f u n c t i o n n a m e , i t s i n p u t p a r a m e t e r s , i t s 

r e s u l t ( i f a n y ) , a n d t h e a b s t r a c t p r e a n d p o s t c o n d i t i o n s n e e d e d f o r v e r i f y i n g t h e f u n c t i o n a n d 

d e s c r i b i n g i t s i n p u t s a n d o u t p u t s . T h e \n\/ar\sn\ w i l l a l w a y s b e i m p l i c i t l y anded w i t h t h e s e 

e x p l i c i t c l a u s e s t o g i v e t h e a c t u a l p r e a n d p o s t c o n d i t i o n s . T h e f u n c t i o n s r o o t a n d h e i g h t a r e 

a p p l i c a b l e t o a n y b t r e e ( i . e . , a n y o n e f o r w h i c h t h e i n v a r i a n t h o l d s ) , s o t h e c o n s t a n t t r u e a s a n 

e x p l i c i t p r e c o n d i t i o n i s o m i t t e d . 

F i n a l l y , t h e b t r e e s p e c i f i c a t i o n s g i v e t h e a b s t r a c t d e s c r i p t i o n o f t h e s u b - f o r m b n o d e . 

T h e l a t t e r f o r m ' s o r g a n i z a t i o n i s s i m i l a r t o b t r e e ' s , e x c e p t t h a t t h e s p e c i f i c a t i o n s o f b n o d e 

h a v e b e e n p r i n t e d w i t h t h o s e o f b t r e e i n o r d e r t o l o c a l i z e t h e i n f o r m a t i o n t h a t w i l l b e 

p r e s e n t e d t o a u s e r . 
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f o r m b n o d e ( T : b t r e e ( ? N : r e c o r d , m a x h t : i n t e g e r ) ) -

b e g i n f o r m  

s p e c i f i c a t i o n s  

l e t b n o d e = p t r : N ; 

i n v a r i a n t p t r ( n o d e s ; 

i n i t i a l l y p t r = r; 

f u n c t i o n s 

l e f t s o n ( t r r b n o d e ) r e t u r n s s u b t r r b n o d e 

p r e - i s l e a f ( t r ) p o s t < t r , 0 , s u b t r > ( l i n k s , 

r i g h t s o n ( t r : b n o d e ) r e t u r n s s u b t r : b n o d e 

p r e -^ i s l ea f ( t r ) p o s t < t r , l , s u b t r > ( l i n k s , 

i s l e a f ( t r r b n o d e ) r e t u r n s t v . b o o l e a n 

p o s t t v s V w - \ 3 s ub t r < t r , w , s u b t r > < l i n k s , 

i s r o o t ( t r : b n o d e ) r e t u r n s t v : b o o l e a n 

p o s t t v B V w - G s u b t r < s u b t r , w , t r > < l i n k s , 

f a t h e r ( t r t b n o d e ) r e t u r n s s u b t n b n o d e 

p r e - r o o t ( t r ) p o s t 3 w $t < t r , w , s u b t r > ( l i n k s ; 

a n c e s t o r ( t r , s u b t r : b n o d e ) r e t u r n s t v r b o o l e a n 

p o s t t v = t r = s u b t r v 3 p = < t r , . . ., s u b t r > st p a t h ( p ) , 

e x t e n d ( t n b n o d e ) Qire i s l e a f ( t r ) A h e i g h t ( t r ) < m a x h t 

p o s t -^ i s l ea f ( t r ) A i s l e a f ( r i g h t s o n ( t r ) ) A i s l e a f d e f t s o n ( t r ) ) 
s e l e c t o r s 

n o d e v a l : N; 

e n d f o r m 

T h e p o s t c o n d i t i o n s o f l e f t s o n a n d r i g h t s o n i n d i c a t e t h a t a w e i g h t o f 0 o n a n a r c d e n o t e s a l e f t 

s o n , w h i l e a w e i g h t o f 1 d e n o t e s a r i g h t s o n . T h e o n l y t h i n g n e w h e r e i s t h e s e l e c t o r s , w h i c h 

m a y b e v i e w e d a s f i e l d - a c c e s s o r s . A n a m e d e c l a r e d a s a s e l e c t o r m a y b e u s e d b o t h t o s e t 

a n d t o f e t c h v a l u e s . N o t e t h a t a b n o d e i s a l w a y s a s s o c i a t e d w i t h a particular b t r e e . 

Representation of btree 

T h e r e p r e s e n t a t i o n p a r t s h o w s h o w b t r e e s a r e a c t u a l l y s t o r e d i n t e r m s o f o t h e r d a t a 

s t r u c t u r e s (unique, Invariant) a n d e x p l a i n s t h e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n t h i s c o n c r e t e 

r e p r e s e n t a t i o n a n d t h e a b s t r a c t d e s c r i p t i o n g i v e n i n t h e s p e c i f i c a t i o n s (rep). 

r e p r e s e n t a t i o n 

u n i q u e T : v e c t o r ( r e c : r e c o r d ( n o d e : N , i n u s e : b o o l e a n ) , l , 2 m a x ^ + l - l ) 

i n i t b e g i n f o r x : i n v e c ( T ) d o x . i n u s e «- f a l s e ; T [ l ] <- r e c ( n u l l , t r u e ) e n d ; 

r e p ( T ) = < T f l j . n o d e , < { T [ i ] . n o d e | T [ i ] . i n u s e } , { < T [ i ] . n o d e , w , T [ 2 i + w ] . n o d e > 

| T [ i ] . i n u s e A T [ 2 i + w ] . i n u s e A W<{0,1} } > >; 

i n v a r i a n t . T f l l i n u s e A ( T [ i ] . i n u s e 3 i = l v T [ i dlv 2 ] . i n u s e A T [ i + l - 2 ( i mod 2 ) ] . i n u s e > ; 

file://-/3subtr
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T h e u n i q u e d e c l a r a t i o n s t a t e s t h a t e a c h b t r e e w i l l c o n s i s t o f a v e c t o r o f r e c o r d s ( n o d e v a l u e 

a n d " i n u s e " b i t ) i n d e x e d f r o m 1 t o 2 m a x ^ + l - l . A l p h a r d ' s s c o p e r u l e s p r e v e n t t h e v e c t o r a n d 

t h e r e c o r d f i e l d n a m e s f r o m b e i n g u s e d o u t s i d e t h e f o r m . T h e inr t c l a u s e o f t h e d e c l a r a t i o n 

g i v e s t h e i n i t i a l i z a t i o n c o d e t o b e e x e c u t e d w h e n t h a t v e c t o r i s a l l o c a t e d . ^ It s e t s a l l i n u s e b i t s 

t o f a l s e , t h e n s e t s t h e r e c o r d at t h e r o o t t o ( n u l l , t r u e ) . T h e u n i q u e d e c l a r a t i o n s t a t e s t h a t 

e a c h i n s t a n c e o f a b t r e e w i l l g e t i t s o w n v e c t o r . 

T h e t e r m s r e p ( T ) a n d i n v a r i a n t e x p l a i n h o w t h e v e c t o r i s i n t e r p r e t e d a s a 

r e p r e s e n t a t i o n o f a n a b s t r a c t t r e e . T h e r e p r e s e n t a t i o n f u n c t i o n r e p ( T ) e x h i b i t s a n o r d e r e d 

p a i r c o n s i s t i n g o f t h e n o d e f i e l d o f T [ l ] , w h i c h r e p r e s e n t s t h e r o o t , a n d a p a i r o f s e t s w h i c h 

r e p r e s e n t t h e g r a p h . T h e i n v a r i a n t g i v e s a r e s t r i c t i o n o n t h e d i s t r i b u t i o n o f i n u s e b i t s w h i c h 

i s s u f f i c i e n t t o e n f o r c e t h e a b s t r a c t i n v a r i a n t . 

I n t h e r e p r e s e n t a t i o n c h o s e n f o r t h i s v e r s i o n o f b t r e e , a l l n o d e s a r e s t o r e d i n a v e c t o r 

a n d t h e j " 1 n o d e ' s s o n s a r e f o u n d at p o s i t i o n s 2 j a n d 2 j + l . T h e i n u s e b i t d i s t i n g u i s h e s 

w h e t h e r p o t e n t i a l t r e e p o s i t i o n s a r e a c t u a l l y i n c l u d e d i n t h e t r e e ; a s e p a r a t e b i t w a s s e t a s i d e 

f o r t h i s p u r p o s e b e c a u s e t h e n o d e c a n b e a n a r b i t r a r y r e c o r d a n d , a s a r e s u l t , t h e r e i s n o w a y 

t o e n c o d e " n o n e x i s t e n c e " i n t h e n o d e v a l u e i t s e l f . N o t e t h a t t h i s i s t h e f i r s t t i m e a s p e c i f i c 

i m p l e m e n t a t i o n s t r a t e g y h a s b e e n m e n t i o n e d : u p t o t h i s p o i n t a l i n k e d - l i s t s t r a t e g y s h o u l d 

h a v e s e e m e d e q u a l l y p l a u s i b l e . 

Verification Considerations 

W e t u r n n o w t o t h e q u e s t i o n o f h o w w e d e c i d e w h e t h e r a f o r m w i l l a c t u a l l y b e h a v e a s 

p r o m i s e d b y i t s a b s t r a c t s p e c i f i c a t i o n s — t h a t i s , w h a t p r o p e r t i e s o f a f o r m m u s t b e v e r i f i e d i f 

w e w i s h t o u s e i t s i n s t a n t i a t i o n s w i t h c o n f i d e n c e . T h e m e t h o d o l o g y d e p e n d s o n e x p l i c i t l y 

s e p a r a t i n g t h e d e s c r i p t i o n o f h o w a n o b j e c t b e h a v e s f r o m t h e c o d e t h a t m a n i p u l a t e s t h e 

r e p r e s e n t a t i o n i n o r d e r t o a c h i e v e t h a t b e h a v i o r . It i s d e r i v e d f r o m H o a r e ' s t e c h n i q u e f o r 

s h o w i n g c o r r e c t n e s s o f d a t a r e p r e s e n t a t i o n s [ H o a r e 7 2 ] . 

T h e a b s t r a c t o b j e c t a n d i t s b e h a v i o r a r e d e s c r i b e d i n t e r m s o f s o m e m a t h e m a t i c a l 

e n t i t i e s n a t u r a l t o t h e p r o b l e m d o m a i n . G r a p h s a r e u s e d h e r e t o d e s c r i b e b t r e e s ; s e q u e n c e s 

a r e u s e d i n [ W u l f 7 6 ] t o d e s c r i b e q u e u e s a n d s t a c k s , a n d s o o n . In b t r e e w e a p p e a l t o g r a p h s : 

- i n t h e i n v a r i a n t , w h i c h e x p l a i n s t h a t a b t r e e i s a g r a p h t h a t m e e t s c e r t a i n 

r e s t r i c t i o n s , 

- i n t h e i n i t i a l l y c l a u s e , w h e r e a p a r t i c u l a r g r a p h a n d i t s r o o t a r e d i s p l a y e d , a n d 

6 T h e p h r a s e " f o r x : i n v e c ( T ) " i n v o k e s t h e A l p h a r d i t e r a t i o n s t a t e m e n t f o r v e c t o r s . It 

c a u s e s t h e l o o p t o b e e x e c u t e d o n c e f o r e a c h e l e m e n t i n t h e v e c t o r . S e e [ S h a w 7 6 ] f o r 

f u r t h e r d i s c u s s i o n o f i t e r a t i o n . 
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For the form 

1. R e p r e s e n t a t i o n v a l i d i t y 

I C ( T ) * I a ( r e p ( T » 

2 . I n i t i a l i z a t i o n 

r e q u i r e s { init clause } i n i t i a l l y ( r e p ( T ) ) A I C ( T ) 

For each function 

3 . C o n c r e t e o p e r a t i o n 

m ( T ) A I C ( T ) { function body } o u t ( T ) A I C ( T ) 

4 . R e l a t i o n b e t w e e n a b s t r a c t a n d c o n c r e t e 

4 a . I C ( T ) A r 2 J L e ( r e p ( T ) ) D i n ( T ) 

4 b . I C ( T ) A p r e ( r e p ( D ) A o u t ( T ) D p o s t ( r e p ( T ) ) 

S t e p 1 s h o w s t h a t a n y l e g a l s t a t e o f t h e c o n c r e t e r e p r e s e n t a t i o n h a s a c o r r e s p o n d i n g a b s t r a c t 

o b j e c t ( t h e c o n v e r s e i s d e d u c i b l e f r o m t h e o t h e r s t e p s ) . S t e p 2 s h o w s t h a t t h e i n i t i a l s t a t e 

c r e a t e d b y t h e r e p r e s e n t a t i o n s e c t i o n i s l e g a l . S t e p 3 i s t h e s t a n d a r d v e r i f i c a t i o n f o r m u l a f o r 

t h e c o n c r e t e o p e r a t i o n a s a s i m p l e p r o g r a m ; n o t e t h a t it e n f o r c e s t h e p r e s e r v a t i o n o f I c . S t e p 

' j 

W e w i l l u s e I a ( r e p ( T ) ) t o d e n o t e t h e a b s t r a c t i n v a r i a n t o f a n o b j e c t w h o s e c o n c r e t e 

r e p r e s e n t a t i o n i s T , I C ( T ) t o d e n o t e t h e c o r r e s p o n d i n g c o n c r e t e i n v a r i a n t , i t a l i c s t o r e f e r t o 

c o d e s e g m e n t s , a n d t h e n a m e s o f s p e c i f i c a t i o n c l a u s e s a n d a s s e r t i o n s t o r e f e r t o t h o s e 

f o r m u l a s . I n s t e p 4 b , " p r e ( r e p ( T ' ) ) " r e f e r s t o t h e v a l u e o f T before e x e c u t i o n o f t h e f u n c t i o n . 

A c o m p l e t e d e v e l o p m e n t o f t h e f o r m v e r i f i c a t i o n m e t h o d o l o g y a p p e a r s i n [ W u l f 7 6 ] . 

- i n t h e f>re a n d p o s t c o n d i t i o n s f o r e a c h f u n c t i o n , w h i c h d e s c r i b e t h e e f f e c t t h e 

f u n c t i o n h a s o n a g r a p h w h i c h s a t i s f i e s t h e i n v a r i a n t . 

T h e f o r m c o n t a i n s a p a r a l l e l s e t o f d e s c r i p t i o n s o f t h e c o n c r e t e o b j e c t a n d h o w i t 

b e h a v e s . S i n c e b t r e e s a r e i m p l e m e n t e d i n t e r m s o f a v e c t o r o f r e c o r d s , t h e c o n c r e t e 

s p e c i f i c a t i o n s g i v e r e s t r i c t i o n s a n d e f f e c t s o n t h a t v e c t o r . In m a n y c a s e s t h i s m a k e s t h e e f f e c t 

o f a f u n c t i o n m u c h e a s i e r t o s p e c i f y a n d v e r i f y t h a n w o u l d t h e a b s t r a c t d e s c r i p t i o n a l o n e . 

N o w , a l t h o u g h it i s u s e f u l t o d i s t i n g u i s h b e t w e e n t h e b e h a v i o r w e w a n t a n d t h e d a t a 

s t r u c t u r e s w e o p e r a t e o n , w e a l s o n e e d t o s h o w a r e l a t i o n s h i p t h a t h o l d s b e t w e e n t h e t w o . 

T h i s i s a c h i e v e d w i t h t h e r e p r e s e n t a t i o n f u n c t i o n r e p ( T ) t w h i c h g i v e s a m a p p i n g f r o m a v e c t o r 

o f r e c o r d s t o a g r a p h a n d i t s r o o t . T h e p u r p o s e o f a f o r m v e r i f i c a t i o n i s t o e n s u r e t h a t t h e 

t w o i n v a r i a n t s a n d t h e r e p ( T ) r e l a t i o n b e t w e e n t h e m a r e p r e s e r v e d . 

I n o r d e r t o v e r i f y a f o r m w e m u s t t h e r e f o r e p r o v e f o u r t h i n g s . T w o r e l a t e t o t h e 
r e p r e s e n t a t i o n i t s e l f a n d t w o m u s t b e s h o w n f o r e a c h f u n c t i o n . I n f o r m a l l y , t h e f o u r r e q u i r e d 
s t e p s a r e ^ : 
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Verification of form properties of btree 

a n d 2 , w h i c h s h o w t h e o v e r a l l v a 

p r o o f o f t h e s e s t e p s . 

1. R e p r e s e n t a t i o n V a l i d i t y 

S h o w : T [ l ] . i n u s e A ( T [ i ] . i n u s e 3 i = l v T [ i div 2 ] . i n u s e A T [ i + l - 2 ( i mod 2 ) ] . i n u s e ) 3 

( < n , w , k j > , < n , w , k 2 > < l i n k s 3 k j = k 2 > A (<n,w,x> d l i n k s 3 3y < n , l - w , y > t l i n k s ) 

V n ( n o d e s (<n ,w , r> < l i n k s A p a t h c n t ( r , n ) = l A l e ng t h (< r . . . n> ) < m a x h t ) 

w h e r e n o d e s = ( T [ i ] . n o d e | T [ i ] . i n u s e ) 

l i n k s = { < T [ i ] . n o d e , w , T [ 2 i + w ] . n o d e > | T [ i ] . i n u s e A T [ 2 i + w ] . i n u s e A W ^ { 0 , 1 } } 

P r o o f : T a k e t h e c l a u s e s o f t h e c o n c l u s i o n o n e b y o n e : 

( a ) k | = k 2 b e c a u s e t h e r e p f u n c t i o n u n i q u e l y d e t e r m i n e s t h e t r i p l e s i n l i n k s 

o n t h e b a s i s o f n a n d w . 
( b ) 3 y < n , l - w , y > b e c a u s e b o t h s o n s o r n e i t h e r s o n o f a n o d e h a v e t h e 

i n u s e b i t s e t . 
( c ) < n , w , r > ' - * l i n k s b e c a u s e r = T [ l ] . n o d e a n d l ? *2 i+w f o r a n y i n t e g e r i > l . 
( d ) p a t h c n t ( r , n ) = 1 b e c a u s e t h e s t a n d a r d c o n s t r u c t i o n i s u n i q u e . 

( e ) l e n g t h ( < r . . . n > ) < m a x h t b e c a u s e e a c h v e c t o r i n d e x m u s t b e i n t h e r a n g e 

[ 1 . . 2 m a x h ' + 1 - 1 ] a n d t h e s t a n d a r d c o n s t r u c t i o n g i v e s a p a t h w h o s e l e n g t h 

i s t h e n u m b e r o f s i g n i f i c a n t b i t s i n t h e v e c t o r i n d e x . 

4 g u a r a n t e e s ( a ) t h a t t h e c o n c r e t e o p e r a t i o n i s a p p l i c a b l e w h e n e v e r t h e a b s t r a c t p r e c o n d i t i o n 

h o l d s a n d ( b ) t h a t i f t h e o p e r a t i o n i s p e r f o r m e d , t h e r e s u l t c o r r e s p o n d s p r o p e r l y t o t h e 

a b s t r a c t s p e c i f i c a t i o n s . 

F o r b t r e e , s e v e r a l o f t h e s e s t e p s w i l l b e s i m p l i f i e d b y a p p e a l i n g t o t h e f o l l o w i n g 

standard construction, w h i c h d e t e r m i n e s t h e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n a n i n d e x i n t h e v e c t o r 

r e p r e s e n t a t i o n a n d a p a t h f r o m t h e r o o t t o a n o d e i n t h e a b s t r a c t g r a p h . 

L e t T [ j ] b e t h e v e c t o r e l e m e n t w h i c h r e p r e s e n t s s o m e n o d e i n a b t r e e . 

L e t W Q W j W p . . . w k b e t h e b i n a r y r e p r e s e n t a t i o n o f j , W Q = 1 . 

D e f i n e P j a s p j = S U M b = 0 j ( w b 2 , " b ) f o r i=0.. .k ( n o t e "that p i = 2 p i . 1 + w j a n d p k = j ) . 

T h e n t h e ( a b s t r a c t ) p a t h f r o m t h e r o o t t o a n o d e i s t h e p a t h w h o s e e l e m e n t s a r e 

< T [ p j _ j ] . n o d e,Wj , T [ p j ] . n o d e > f o r i = l...k 

I n a d d i t i o n , if t h e n o d e i s i n t h e t r e e , T [ j ] . i n u s e « t r u e a n d , b e c a u s e o f t h e t e r m 

T [ i ] . i n u s e 3 i = l v T [ i div2].\nuse 

o f t h e i n v a r i a n t , a l l e l e m e n t s i n t h e p a t h a r e a l s o i n t h e t r e e . 
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2 . I n i t i a l i z a t i o n 

P a g e 1 3 

S h o w ; m a x h t > 0 { f o r x : i n v e c ( T ) d o x . i n u s e <- f a l s e ; T [ l ] <- r e c ( n u l l , t r u e ) } 

b t r e e « < T [ l ] . n o d e , < { T [ l ] . n o d e } , { } » A T [ l ] . i n u s e 

A ( T [ i ] . i n u s e ( i = l v T [ i div 2 ] . i n u s e A T [ i + l - 2 ( i mod 2 ) ] . i n u s e ) ) 

P r o o f : W e w i l l p a s s o v e r t h e v e r i f i c a t i o n o f t h e f o r l o o p ; i t s e t s a l l i n u s e 

b i t s t o f a l s e ( s e e [ S h a w 7 6 ] f o r d e t a i l s ) . T h e u n i t e r a t e d a s s i g n m e n t 

c o m p l e t e t h e i n i t i a l i z a t i o n b y m a k i n g T [ l ] t h e o n l y a c t i v e n o d e . 

T h e s e s t e p s d e m o n s t r a t e t h a t a n y v e c t o r T w h i c h s a t i s f i e s I c r e p r e s e n t s a l e g a l l i m i t e d - h e i g h t 

b t r e e a n d t h a t t h e i n i t i a l v a l u e o f a n e w l y - i n s t a n t i a t e d b t r e e i s i n i t i a l i z e d p r o p e r l y . W e w i l l 

s h o w b e l o w t h a t e a c h f u n c t i o n p r e s e r v e s t h e a c c u r a c y o f t h e r e p r e s e n t a t i o n , b u t t h e 

a d e q u a c y o f t h a t r e p r e s e n t a t i o n i s e s t a b l i s h e d h e r e . 

Implementation of btree 

T h e i m p l e m e n t a t i o n p a r t g i v e s t h e b o d i e s o f t h e t w o f u n c t i o n s a n d t h e b n o d e f o r m 

p r o m i s e d b y t h e s p e c i f i c a t i o n s . F o r e a c h f u n c t i o n , w e p r o v i d e b o t h t h e p r o g r a m t o c o m p u t e 

t h e f u n c t i o n a n d t h e c o n c r e t e i n a n d out . c o n d i t i o n s . A l t h o u g h n e i t h e r f u n c t i o n i s u s e d i n t h e 

m i n r e g p r o g r a m , t h e y a r e i n c l u d e d i n t h e b t r e e f o r m i n o r d e r t o m a k e i t a m o r e g e n e r a l l y 

u s e f u l a b s t r a c t i o n . T h e v e r i f i c a t i o n o f t h e s e f u n c t i o n s i s o m i t t e d h e r e b e c a u s e t h e t e c h n i q u e 

i s i l l u s t r a t e d b e l o w f o r f u n c t i o n s w e h a v e a c t u a l l y u s e d . 

i m p l e m e n t a t i o n 

b o d y r o o t o u t r e s = 1 « 

! T h e b n o d e r e t u r n p a r a m e t e r is i n i t i a l i z e d t o t h e r o o t . 

b o d y h e i g h t o u t h = l o g ( m a X j st T [ i ] . i n u s e ) = 

f i r s t j : d o w n t o ( 2 m a x h t + 1 - l , l ) s u c h t h a t T [ j ] . i n u s e 

t h e n h *- f l o o r ( l o g 2 J ) ; 

Implementation of bnode 

- - - - ^ - « • — . o n p r 0 C e e d s i n a 

a t i t s r e p r e s e n t a t i o n T ^ - r T i m D l ^ n Z > I ^ s-^^ni- W e n o w l o o k 

b t r e e : " S i m p l y a n m t e * e r , f l d e * W o t h e v e c t o r w h i c h r e p r e s e n t s t h e 

representation 

yniaue p t r : i n t e g e r i n i t p t r 1; 

r e £ ( p t r ) = T f p t r ] . n o d e ; 

i n v a r i a n t 1 ^ 2 ^ * 1 - 1 A T f p t r J J n u s e , 
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__ . . . t h p t r e e e x p l i c i t l y b e f o r e u s i n g n e w 

r ^ T ^ n d e c i s i o n f o r c e s t h e u s e r t o e x t e n d t h e t e e * t h w o u l d 

T o v e r i f y t h e f o r m p r o p e r t i e s , w e m u s t p r o v e t w o t h i n g s : 

1. R e p r e s e n t a t i o n v a l i d i t y 
S h o w : l < p t r < 2 m a x h t + 1 - l A T [ p t r ] . i n u s e :> T [ p t r ] . n o d e I { T [ i ] . n o d e | T [ i ] . i n u s e } 

P r o o f : C l e a r . 

2 . I n i t i a l i z a t i o n 

S h o w : t r u e { p t r < - l } T [ p t r ] . n o d e = T [ l ] . n o d e A l < p t r < 2 m a x h t + 1 - l 

A T [ p t r ] . i n u s e 

P r o o f : A p p l y i n g t h e r e p f u n c t i o n a n d t h e a s s i g n m e n t a x i o m , t h i s b e c o m e s 

T [ l ] . n o d e = T [ l ] . n o d e A 1 < 1 < 2 m a x h t + 1 - 1 A T [ l ] . i n u s e 
T h i s r e d u c e s t o T [ l ] . i n u s e , w h i c h i s a s s u r e d b y t h e c o n c r e t e i n v a r i a n t o f b t r e e . 

T h u s w e h a v e s h o w n t h a t t h e r e p r e s e n t a t i o n s u p p o r t s t h e a b s t r a c t i o n . W e w i l l n e x t d i s c u s s 

a n d v e r i f y s o m e o f t h e f u n c t i o n s u s e d b y t h e p r o g r a m s o f t h e p r e v i o u s s e c t i o n . O t h e r 

f u n c t i o n s a r e g i v e n i n t h e f o r m d e f i n i t i o n i n A p p e n d i x A . N o t e t h a t t h e i n v a r i a n t s o f b t r e e ( a s 

w e l l a s t h o s e o f b n o d e ) m u s t b e p r e s e r v e d . T h i s s t e p i s o m i t t e d f r o m t h e p r o o f s g i v e n h e r e 

b e c a u s e n o p a r t o f t h e b t r e e r e p r e s e n t a t i o n i s a l t e r e d . 

O n e o f t h e s i m p l e s t f u n c t i o n s f i n d s t h e left son o f a g i v e n n o d e . I t s a b s t r a c t 

s p e c i f i c a t i o n s a n d b o d y a r e : 

l e f t s o n ( t n b n o d e ) r e t u r n s s u b t n b n o d e 

p r e - i s l e a f ( t r ) p o s t < t r , 0 , s u b t r > i l i n k s 

b o d y l e f t s o n i n - i s l e a f ( t r ) ou t . s u b t r . p t r = 2 * t r . p t r « 

s u b t r . p t r «- 2 * t r . p t r ; 

T h e p r o g r a m i t s e l f i s c l e a r : d o u b l e a n o d e ' s i n d e x t o f i n d i t s l e f t s o n . T h e i n c o n d i t i o n a s s e r t s 

t h a t t h e l e f t s o n f u n c t i o n m a y n o t b e a p p l i e d t o a l e a f 8 T h e out ; c o n d i t i o n r e p e a t s t h e d o u b l i n g 

p r o p e r t y . R e c a l l t h a t t h e c o n c r e t e i n v a r i a n t m u s t b e s h o w n t o h o l d a l o n g w i t h t h e i n a n d o u t 

c o n d i t i o n s , s o w e m a y b e s u r e l e f t s o n i s a p p l i e d o n l y t o l e g a l b n o d e s a n d d o e s n o t d e s t r o y 

t h e m . T h e s e p r o p e r t i e s a r e v e r i f i e d f o r m a l l y b y p r o v i n g t h e f o l l o w i n g ( a g a i n I c d e n o t e s t h e 

c o n c r e t e i n v a r i a n t ) : 
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3 . C o n c r e t e o p e r a t i o n 

S h o w : 3 j ( j div 2 - t r . p t r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h t + 1 - l ) A I C 

{ s u b t r . p t r «- 2 * t r . p t r } s u b t r . p t r « 2 * t r . p t r A I C 

P r o o f : C h o o s i n g j = 2 * t r . p t r a n d a p p l y i n g t h e a s s i g n m e n t a x i o m , w e o b t a i n 

t r . p t r = t r . p t r A t r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A l < 2 * t r . p t r < 2 m a x h t + ! - l A I C 

•=> 2 * t r . p t r = 2 * t r . p t r A I C 

T h e c o n c r e t e i n v a r i a n t f o r t r i s m a i n t a i n e d s i n c e t r i s n o t m o d i f i e d ; i t 

i s e s t a b l i s h e d f o r s u b t r b e c a u s e o f t h e r a n g e c h e c k o n j . 

4 a . m c o n d i t i o n h o l d s 

S h o w : l < t r . p t r < 2 m a x h t " f l - l A t r J [ t r . p t r ] . i n u s e A 3W,S < t r , w , s > c l i n k s 

=> 3 j ( j dcv 2 = t r . p t r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h t + 1 - l ) 

P r o o f : If 3 w , s st < t r , w , s > ( l i n k s , t h e n s m u s t c o r r e s p o n d t o t h e v e c t o r e l e m e n t 

i n d e x e d b y 2 * t r . p t r + w , a n d it m u s t b e a n a c t i v e n o d e . T h i s i s s u f f i c i e n t t o 
e s t a b l i s h t h e c o n c l u s i o n . 

4 b . p o s t c o n d i t i o n h o l d s 

S h o w : l < t r . p t r < 2 m a x h t + 1 - l A t r . T [ t r . p t r ] . i n u s e A 3 w , s < t r ,w , s> C l i n k s 

A s u b t r . p t r = 2 * t r . p t r < t r , 0 , s> < l i n k s 

P r o o f : T h e c o n c r e t e i n v a r i a n t o f b t r e e s a y s t h a t t h e s m u s t b e 2 * t r . p t r + w 

a n d t h a t b o t h < t r , 0 , s> a n d < t r , l , s > e x i s t , w h i c h i s 

p r e c i s e l y t h e c o n d i t i o n n e e d e d . 

N o t e t h a t t h e p r o o f r e f e r s t o b o t h t h e p t r f i e l d o f t h e i n p u t p a r a m e t e r t r a n d t h e t r e e T f o r 

w h i c h t r w a s c r e a t e d . Q u a l i f i e d n a m e s m a y b e u s e d f o r t h i s s e l e c t i o n , s o w e w r i t e t r . p t r a n d 

t r . T , r e s p e c t i v e l y . T h e s e p h r a s e s c a n b e f u r t h e r q u a l i f i e d , s o w e c a n s e l e c t a p a r t i c u l a r 

e l e m e n t o f v e c t o r t r . T b y w r i t i n g t r . T [ i ] ( s i n c e T i s a v e c t o r o f r e c o r d s ) a n d t h e i n u s e f i e l d o f 

t h a t v e c t o r e l e m e n t b y w r i t i n g t r . T [ i ] . i n u s e . T h e d e f i n i t i o n a n d v e r i f i c a t i o n o f r i g h t s o n a r e 

e s s e n t i a l l y t h e s a m e . 

W e o f t e n n e e d e d t o d e t e r m i n e w h e t h e r t h e t r e e w e h a d i n h a n d w a s a l e a f . T h e 
s p e c i f i c a t i o n s a n d f u n c t i o n b o d y f o r tsleaf a r e 

i s l e a f ( t r : b n o d e ) r e t u r n s t v . b o o l e a n 

p o s t t v s V w 3 s u b t r < t r , w , s u b t r > i l i n k s 

b o d y i s l e a f 

o u t t v s ( - 3 j ( j div 2 = t r . p t r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h t + 1 - l ) ) « 

t v «- t r . p t r > 2 m a x h t - l v H r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A - t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) ; 

T h e o u t c o n d i t i o n s p e c i f i e s t h a t i s l e a f r e t u r n s " t r u e " if t h e r e i s n o v e c t o r i n d e x i n r a n g e f o r 

w h i c h T [ j ] i s b o t h i n u s e a n d a l e f t o r r i g h t s o n o f t h e i n p u t . S i n c e t h e i n c o n d i t i o n i s o m i t t e d , 

i t i s a s s u m e d t o b e i d e n t i c a l l y t r u e , s o i s l e a f m u s t b e a p p l i c a b l e t o a n y b t r e e . T o v e r i f y i s l e a f , 

w e m u s t s h o w t h e f o l l o w i n g : 
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3 . C o n c r e t e o p e r a t i o n 

S h o w : I c { t v «- t r . p t r > 2 m a x h t - l v R r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A - t r J [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) } 

(»v = - 3 j ( j div 2 « \r.p\r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h t + 1 - l ] . i n u s e ) ) A I C 

P r o o f : R e w r i t i n g t o e l i m i n a t e j a n d a p p l y i n g t h e a s s i g n m e n t a x i o m , t h i s b e c o m e s 

I C => [ ( t r . p t r > 2 m a x h t - l v R r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A - t r . T [ 2 * t r . p t r * l ] . i n u s e ) 

s - ( ( t r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e v t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) A ( l < 2 * t r . p t r < 2 m a x h t + 1 - l 

v l < 2 * t r . p t r + l < 2 m a x h t + 1 - l ) ) A I C ) ] 

w h i c h i n t u r n r e d u c e s t o 

I c D [ ( t r . p t r > 2 m a x h t - l v H r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A - t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) 

— - ( ( t r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e v t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) A ( l < t r . p t r < 2 m a x h t 

v l < t r . p t r + l < 2 m a x h t ) A l c)] 

w h i c h i s c l e a r . 

4 a . i n c o n d i t i o n h o l d s 

S h o w : I C 3 t r u e 

P r o o f : C l e a r . 

4 b . p o s t c o n d i t i o n h o l d s 
S h o w : I c A t v - 3 j ( j div 2 = t r . p t r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h U 1 - l ] . i n u s e > 

3 V w < 3 s u b t r ( < t r , w , s u b t r > ( l i n k s ) 

P r o o f : T h e o u i s a y s t h e r e i s n o w f o r w h i c h T [ t * t r . p t r + w ] . i n u s e , e i t h e r b e c a u s e 

2 * t r . p t r w o u l d e x c e e d t h e i n d e x r a n g e o f t h e a r r a y o r b e c a u s e t h e i n u s e 

b i t i s s e t t o f a l s e . B y t h e d e f i n i t i o n o f l i n k s , t h e r e i s n o t r i p l e 

< t r . T [ t r . p t r ] , w , t r . T [ 2 * t r . p t r + w ] > w h i c h c o u l d c o r r e s p o n d t o < t r , w , s u b t r > 

F i n a l l y , b n o d e p r o v i d e s a s e l e c t o r , n o d e v a l , f o r p e r f o r m i n g f e t c h e s a n d s t o r e s t o t h e 

v a l u e f i e l d o f a t r e e n o d e . T h e i m p l e m e n t a t i o n o f n o d e v a l i s g i v e n b y 

m a p n o d e v a l = T [ p t r ] . n o d e ; 

C h a n g i n g t h i s p a r t i c u l a r f i e l d h a s n o e f f e c t o n a n y i n v a r i a n t , s o n o t h i n g m u s t b e p r o v e d . 

Conclusion 

T h i s p a p e r h a s u s e d a c o n c r e t e e x a m p l e t o e x p l a i n t h e A l p h a r d p h i l o s o p h y o n t h e 

d e v e l o p m e n t a n d v e r i f i c a t i o n o f p r o g r a m s . T h e e x a m p l e w a s n o n t r i v i a l ; i t i m p l e m e n t e d t h e 

a b s t r a c t i o n w i t h a n o n s t a n d a r d r e p r e s e n t a t i o n , a n d it i n v o l v e d a s u b t y p e . S e v e r a l a s p e c t s o f 

t h e d e v e l o p m e n t d e s e r v e s p e c i a l n o t i c e . 

file:///r.p/r
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C o n c l u s i o n 

Appendix A 
Complete Definition of Btree and Bnode 

f o r m b t r e e ( N : r e c o r d , m a x h h i n t e g e r ) = 

b e g i n f o r m  

s p e c i f i c a t i o n s 

r e q u i r e s m a x h t > 0 

l e t b t r e e = < r :N , g : g r a p h > 

w h e r e g = < n o d e s : { t r :N} , l i n k s : {<tr j :N, w : b o o l e a n , t r j :N>}>; 

i n v a r i a n t 

( < n , w , k j > , < n , w , k 2 > < l i n k s ^ k j = k2> A ! u n i q u e l e f t & r i g h t s o n s 

( < n , w , x > ( l i n k s ^ 3 y < n , l - w , y > £ l i n k s ) ! e i t h e r z e r o o r t w o s o n s 

V n ( n o d e s (<n ,w , r> < l i n k s ! r i s t h e r o o t 

A p a t h c n t ( r , n ) = 1 ! s i n g l y c o n n e c t e d 

A l e n g t h ( < r . . n > ) < m a x h t ) ! l i m i t e d h e i g h t 

i n i t i a l l y b t r e e = <r, <{r},{ } » ; 

f u n c t i o n s 
r o o t ( t n b t r e e ) r e t u r n s r e s : b n o d e p o s t r e s = r, 

h e i g h t ( t r : b t r e e ) r e t u r n s h : i n t e g e r p o s t h = m a x ^ st k = l e n g t h ( < r , . . x > ) 

st ( i s l e a f ( x ) A r o o t ( r ) ) , 

f o r m b n o d e ( T : b t r e e ( ? N : r e c o r d , m a x h t : i n t e g e r ) ) = 

b e ^ i n f o r m 

s p e c i f i c a t i o n s  

l e t b n o d e = p t r : N ; 

i n v a r i a n t p t r < n o d e s ; 

i n i t i a l l y p t r = r; 

f u n c t i o n s 
l e f t s o n ( t r : b n o d e ) r e t u r n s s u b t n b n o d e 

p r e -^ is lea f ( t r ) p o s t < t r , 0 , s u b t r > < l i n k s , 

r i g h t s o n ( t r : b n o d e ) r e t u r n s s u b t n b n o d e 

gr_e - i s l e a f ( t r ) p o s t < t r , l , s u b t r > ( l i n k s , 

i s l e a f ( t r : b n o d e ) r e t u r n s t v . b o o l e a n 

p o s t t v = V w - G s u b t r < t r , w , s u b t r > t l i n k s , 

i s r o o t ( t r : b n o d e ) r e t u r n s t v : b o o l e a n 

p o s t t v = V w - B s u b t r < s u b t r , w , t r > ( l i n k s , 

f a t h e r ( t r : b n o d e ) r e t u r n s s u b t n b n o d e 

p r e - r o o t ( t r ) p o s t 3 w st < t r , w , s u b t r > <: l i n k s ; 

a n c e s t o r ( t r , s u b t r : b n o d e ) r e t u r n s t v . b o o l e a n 

p o s t t v = t r = s u b t r v 3 p = < t r , . . ., s u b t r > st p a t h ( p ) , 

e x t e n d ( t r : b n o d e ) p r e i s l e a f ( t r ) A h e i g h t ( t r ) < m a x h t 
p o s t - i s l e a f ( t r ) A i s l e a f ( r i g h t s o n ( t r ) ) A i s l e a f d e f t s o n ( t r ) ) 
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b o d ^ f a t h e r i n t r . p t r > 1 g u t s u b t r . p t r = t r . p t r div 2 = 

s u b t r . p t r <- t r . p t r div 2; 

s e l e c t o r s 

n o d e v a l : N; 

e n d f o r m 

r e p r e s e n t a t i o n 

u n i q u e T : v e c t o r ( r e c : r e c o r d ( n o d e : N , i n u s e : b o o l e a n ) , l , 2 m a x h t * l ' 1 - l ) 

! H i t b e g i n f o r x : i n v e c ( T ) d o x . i n u s e «- f a l s e ; T [ l ] *- r e c ( n u l l , t r u e ) e n d ; 

r e & ( T ) = < T [ l ] . n o d e , < ( T [ i ] . n o d e | T [ i ] . i n u s e } , { < T [ i ] . n o d e , w , T [ 2 i + w ] . n o d e > 

I T [ i ] . i n u s e A T [ 2 i + w ] . i n u s e A WC{0 , 1 ) } > >; 

i n v a r i a n t T [ l ] . i n u s e A ( T [ i ] . i n u s e o i=l v T [ i div 2 ] . i n u s e A T [ i + l - 2 ( i mod 2 ) ] . i n u s e ) ; 

i m p l e m e n t a t i o n 

b o d y r o o t out_ r e s = 1 = 

! T h e b n o d e r e t u r n p a r a m e t e r i s i n i t i a l i z e d t o t h e r o o t . 

b o d y h e i g h t o y i h = l o g ( m a X j st T [ i ] . i n u s e ) = 

f i r s t j : d o w n t o ( 2 m a x h t + 1 - l , l ) s u c h t h a t T [ j ] . i n u s e 

t h e n h <- f l o o r ( l o g 2 J ) ; 

f o r m b o d y b n o d e = 

b e g i n f o r m 

r e p r e s e n t a t i o n 

u n i q u e p t r : i n t e g e r in[t p t r <- 1; 

r e p ( p t r ) = T [ p t r ] . n o d e ; 

i n v a r i a n t i < p t r < 2 m a x h t + 1 - l A T [ p t r ] . i n u s e ; 

i m p l e m e n t a t i o n 

b o d y l e f t s o n i n - i s l e a f ( t r > o u t s u b t r . p t r = 2 * t r . p t r = 

s u b t r . p t r <- 2 * t r . p t r ; 

b o d y r i g h t s o n i n - i s l e a f ( t r ) o u l s u b t r . p t r « 2 * t r . p t r + l = 

s u b t r . p t r *- 2 * t r . p t r + 1; 

b o d y i s l e a f 

o u t t v = ( - 3 j ( j div 2 = t r . p t r A t r . T [ j ] . i n u s e A l < j < 2 m a x h t + 1 - l » « 

t v <- t r . p t r > 2 m a x h t - l v H r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e A - t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e ) ; 

b o d y i s r o o t o y i t v H ( t r . p t r = l ) = 

t v <- t r . p t r = 1; 
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b o d y a n c e s t o r m t r . T [ t r . p t r ] . i n u s e A t r . T [ s u b t r . p t r ] . i n u s e 

o u t t v s ( 3 j i J 2 » — i k s t J i ^ t r . p t r A j ^ » s u b t r . p t r 

A t r . T [ j j ] . i n u s e A div 2 ) « 

b e g i n l o c a l s h f t d ; 

s h f t d 4- f l o o r ( l o g 2 s u b t r . p t r ) - f l o o r ( l o g 2 t r . p t r ) ; 

t v <- t r . p t r « s u b t r . p t r d t i / 2 $ h f t d ; e n d ; 

b o d y e x t e n d i n i s l e a f ( t r . p t r ) A t r . p t r < 2 m a x h t 

o u t -^ i s l e a f ( t r . p t r ) A i s l e a f ( r i g h t s o n ( t r . p t r ) ) A i s l e a f d e f t s o n ( t r . p t r ) ) 

b e g i n 

t r . T [ 2 * t r . p t r ] . i n u s e «- t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . i n u s e <- t r u e ; 

t r . T [ 2 * t r . p t r ] . n o d e «- t r . T [ 2 * t r . p t r + l ] . n o d e «- n u l l ; 

e n d ; 

maj> n o d e v a l « T [ p t r ] . n o d e ; 

e n d f o r m ; 

e n d f o r m ; 
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( a ) A n a r c i s a t r i p l e <n j ,Wj ,n^> w h e r e n j ( N , W j ( W , n^ClM 

( b ) A graph i s a p a i r <E,A> w h e r e E i s a s e t o f n o d e s a n d A i s 

a s e t o f a r c s s u c h t h a t <n j ,W j , n^>(A 3 n^n^cE 

( c ) T h e s e a r e t h e o n l y g r a p h s . 

2 . T h e n o t a t i o n < n j , n 2 » . . n^> i s a n a b b r e v i a t i o n f o r { < n j , w ^ , n 2 > , <^2*w2*n3>f 

3 . T h e f o l l o w i n g f u n c t i o n s a n d r e l a t i o n s a r e d e f i n e d f o r G = <E ,A> a n d n j C E : 

( a ) a d j ( n j , n 2 ) = d f 3 w st < n j , w , n 2 > ^ A 

( b ) p a t h c n t ( n j , n 2 ) = d f c a r d i n a l i t y ( <n_, . . ., n 2 > st <n j ,w ,n j + j > ( A , i c [ l . . k - l ] ) 

( c ) p a t h ( n j , n K ) = d f < n j , . . ., n^> st <nj ,w,nj + j > ( A , i c f l . . k - l ] 

( d ) s i m p l e ( < n j , n 2 , . . n R > ) = d f ( n f = n j 3 {i,j} = { l , k } 

A p a t h c n t ( n j , n ^ ) = l , i , j ( [ l . . k ] 

( e ) s t r n g c o n n ( G ) = d f V i , j p a t h ( i j ) 

( f ) c o n n e c t e d ( g ) ^ s t r n g c o n n ( G X ) . 

w h e r e G X = < G.E , G . A u {<a,b,c> | <c , b , a> (G .A } > 
( g ) l e n g t h e n j , n 2 , n k > ) = d f k 

( h ) c y c l e ( n i f n j ) - D F J < X j , . . x> st s i m p l e ( < X j , . . ., Xj> ) 

A i= j A l e n g t h ( < X j , . . ., Xj>) > 3 

( i ) G = H s d f G . A = H.A A G . E = H E 

Appendix B 
Formal Definition of Graphs with Weighted Arcs 

T h i s f o r m a l d e f i n i t i i o n i s b a s e d o n t h e d e f i n i t i o n o f graph g i v e n b y K n u t h [ K n u t h 7 3 , s e c . 2 . 3 . 4 ] 
w i t h t h e a d d i t i o n o f l a b e l s , o r weights, o n t h e a r c s . 

1. L e t N b e a s e t c a l l e d t h e node domain o f a g r a p h a n d l e t W b e a s e t c a l l e d t h e 
arc weights o f a g r a p h . 
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